
1

的微分方程称为一阶微分方程。

形如 ),( yxfy =′ 或 0),(),( =+ dyyxQdxyxP

后者x与y对称，既可以把x看作自变量，
也可把y看作自变量.

第二节 一阶微分方程
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可分离变量的微分方程的解法

设函数 )( yg 和 )(xf 是连续的,

∫ ∫= dxxfdyyg )()(

设函数 )( yG 和 )(xF 是依次为 )( yg 和 )(xf 的原函

数, CxFyG += )()( 为微分方程的通解.

分离变量法

dxxfdyyg )()( =

5
4

22 yx
dx
dy

=例如 ,2 25
4

dxxdyy =⇒
−

的形式，则原方程称为可分离变量的微分方程.

如果一个一阶微分方程能写成

一、分离变量法


设函数
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设函数
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例1. 求微分方程 的通解.

解:分离变量得 xx
y
y d3d 2=

两边积分

得 1
3ln Cxy +=

即

1CC e= ±其中 为任意常数
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例1. 求微分方程 的通解.

解:分离变量得 xx
y
y d3d 2=

两边积分

得 1
3ln Cxy +=

Cxy lnln 3 +=即
1CeC ±=令

( C 为任意常数 )

或

说明: 在求解过程中

每一步不一定是同解
变形, 因此可能增、

减解.

 0, 0y C= =分离变量时丢失了解 但取 又找回此解
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例1. 求微分方程 的通解.

解:分离变量得 xx
y
y d3d 2=

两边积分

得 1
3ln Cxy +=

Cxy lnln 3 +=

所以 ( C 为任意常数 )

1CC e= ±由于
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例2.解初值问题
0d)1(d 2 =++ yxxyx

解: 分离变量得 x
x

x
y
y d

1
d

2+
−=

两边积分得

即 Cxy =+ 12

由初始条件得 C = 1,

112 =+xy

( C 为任意常数 )

故所求特解为

 1)0( =y
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例3.

成正比, 求

解:根据牛顿第二定律列方程 =
t
vm

d
d

00 ==tv初始条件为

对方程分离变量, ∫ ∫然后积分:

得 )0( >− vkgm此处

利用初始条件,得 )(ln1 gm
k

C −=

代入上式后化简,得特解

并设降落伞离开跳伞塔时( t = 0 ) 速度为0,

)1(
t

m
k

e
k

gmv
−

−=

mg vk−

设降落伞从跳伞塔下落后所受空气阻力与速度

降落伞下落速度与时间的函数关系.   

k
mgv ≈

t 足够大时
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)(
x
yf

dx
dy

=形如 的微分方程。

解法 ,
x
yu =作变量代换 ,xuy =即

代入原式

,
dx
duxu

dx
dy

+=∴

),(uf
dx
duxu =+

.
)( x

dx
uuf

du
=

−
即

可分离变量的方程

齐次方程：

u x x是关于 的函数，两边对 求导

两边积分, 得 ∫∫ =
− x

x
uuf

u d
)(

d

积分后再用 代替 u,便得原方程的通解.
y
x

tan .y yy
x x

′ = +如：
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例4.解微分方程 .tan
x
y

x
yy +=′

解: ,
x
yu =令 ,uxuy ′+=′则 代入原方程 得

uuuxu tan+=′+

分离变量
x
xu

u
u dd

sin
cos

=

两边积分 ∫∫ =
x
xu

u
u dd

sin
cos

得 ,lnlnsinln Cxu += xCu =sin即

故原方程的通解为 xC
x
y
=sin ( C 为任意常数 )
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例5.解微分方程

解: ( ) ,2
d
d 2

x
y

x
y

x
y

−=方程变形为 ,
x
yu =令

则有 22 uuuxu −=′+

分离变量
x
x

uu
u dd

2 −=
−

积分得 ,lnln1ln Cx
u

u
+−=

−

( )
x
xu

uu
dd1

1
1

−=−
−

即

代回原变量得通解

即 C
u

ux
=

− )1(

yCxyx =− )( (C 为任意常数)
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例6.解微分方程

解: ( )d 1 1
d

1
,x

y

x x
y y

e
−

= −
+

方程变形为

,
y
xu =令 则有 代入方程并分离变量得

y
ydu

ue
e

u

u d
1
1

−=
+
+

−

−

积分得 ,lnlnln Cyeu u +−=+
y
yu

eu
e

u

u dd1
−=

+
+

即

代回原变量得通解

即 Ceuy u =+ )(
x
yx ye C+ = (C 为任意常数)

dy
duyu

dy
dx

+=
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( )

( )

yu
x

dy yf
dx x
dx x xuf
dy y y

=

=

=

=

说明：

形如 时令

形如 时可令
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)()( xQyxP
dx
dy

=+

一阶线性微分方程的标准形式:

,0)( ≡xQ当 上述方程称为齐次方程.

上述方程称为非齐次方程.,0)( ≡xQ当

二、一阶线性微分方程
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.0)( =+ yxP
dx
dy

,)( dxxP
y

dy
−= ,)(∫∫ −= dxxP

y
dy

ln ( ) ln ,y P x dx C= − +∫
齐次方程的通解为 .

)(∫=
− dxxP

Cey

1. 线性齐次方程

一阶线性微分方程的解法

(使用分离变量法)
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2. 线性非齐次方程 ).()( xQyxP
dx
dy

=+

常数变易法

把齐次方程通解中的常数变易为待定函数的方法.

.0)( =+ yxP
dx
dy

齐次方程的通解为
( ) .P x dxy Ce−∫=

1. 线性齐次方程

( )( ) P x dxuy ex −∫=解的形猜测 式为：

( )u x代入方程求出待定函数
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∫−−
xxP

euxP
d)(

)(

作变换 ∫=
− dxxPexuy )()(

对应齐次方程通解 xxPeCy d)(∫−=

则

∫−′
xxP

eu
d)( )(xP+ ∫− xxP

eu
d)(

)(xQ=

故原方程的通解








+= ∫∫ ∫

−
CxexQey

xxPxxP
d)(

d)(d)(

即

CxexQu
xxP

+= ∫∫ d)(
d)(两端积分得

( ) ( )dy P x y Q x
dx

+ =
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2. 线性非齐次方程 ).()( xQyxP
dx
dy

=+

.0)( =+ yxP
dx
dy

齐次方程的通解为 .
)(∫=

− dxxP
Cey

1. 线性齐次方程

齐次方程通解 非齐次方程特解

∫− xxP
Ce

d)(=y xexQe
xxPxxP
d)(

d)(d)( ∫∫ ∫
−

+









+= ∫∫ ∫

−
CxexQey

xxPxxP
d)(

d)(d)(
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xxxQ csc)( 2=

xxP cot)( =
例1. 解方程

解: 这是一个非齐次线性方程

由一阶线性方程通解公式,得

ey = [ exx csc2∫
1cot  ln sin Cx dx x= +∫

1 1ln sin ln si2 n
2cscx C x Cx x d Ce e x− − + = ⋅ + ∫上式

1 12
2

1 sin
sin

cscC Ce ex x dx Cx
x

− ⋅ ⋅ = ⋅ + ∫
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例1. 解方程

ey = [ exx csc2∫
1cot  ln sinx dx x C= +∫

1 12
2csc1 sin

sin
C Cx x dx Ce e x

x
−  = ⋅ +⋅ ⋅ ∫上式

12
2cs1 sin

sin
c Cxx dx Ce

x
x −⋅ ⋅ = ± ∫

ln sin ln sin2 cscx xe ex x dx C−  = ⋅ + ∫

cot  ln sinx dx x∫ =不妨视
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xxxQ csc)( 2=

xxP cot)( =
例1. 解方程

解: 这是一个非齐次线性方程

故原方程通解为

由一阶线性方程通解公式,得

ey = [ exx csc2∫

[ ⋅∫ xx csc2 ] d Cx +

ln sin ln sin2 cscx xe ex x dx C−  = ⋅ + ∫
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2
5

)1()( += xxQ

1
2)(
+

−=
x

xP
例2. 解方程

解:这是一个非齐次线性方程

故原方程通解为

由一阶线性方程通解公式,得

ey = [ ex 2
5

)1( +∫
[ ⋅+∫ 2

5

)1(x ] d Cx +
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xyy
y

dx
dy

−+
= 22

例4. 解方程

解:原方程变形为

通解为 ex = [ ey)21( +∫

[ ⋅+∫ )21( y ] d Cy +

y
xy

dy
dx

−+= 12即

12 +=+ y
y
x

dy
dx

亦即 ( ) ( )dx p y x Q y
dy

+ =形如

( )d ( )d( ) dP y y P y yx e Q y e y C−  ∫ ∫= +  ∫通解为：
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),()( 3
0

xfxdxxf
x

−=∫
两边求导得 ),(3)( 2 xfxxf ′−=

解

解此微分方程

x

y

o x

P

Q
3xy =

)(xfy =

3

0
( ) ( ),

x
f t d t x f x= −∫

例5 如图所示，平行于 轴的动直线被曲
线 与 截下的线段PQ之
长数值上等于阴影部分的面积,  求曲线 .

y
)(xfy = )0(3 ≥= xxy

)(xf

23xyy =+′









+= ∫ ∫∫− Cdxexey

dxdx 23

23x xe x e dx C−  = + ∫ ,663 2 +−+= − xxCe x
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解

x

y

o x

P

Q
3xy =

)(xfy =

例5 如图所示，平行于 轴的动直线被曲
线 与 截下的线段PQ之
长数值上等于阴影部分的面积,  求曲线 .

y
)(xfy = )0(3 ≥= xxy

)(xf









+= ∫ ∫∫− Cdxexey

dxdx 23

,663 2 +−+= − xxCe x

,0| 0==xy由 ,6−=C得

所求曲线为

).222(3 2 +−+−= − xxey x



25

伯努利(Bernoulli)方程的标准形式

nyxQyxP
dx
dy )()( =+ )1,0( ≠n

伯努利方程

1( ) ( ),n nP x ydyy
dx

Q x−− + =ny两端除以 ，得

1

(1 ) n
n dyy

d
d n

dx
y

x

−
−= −注意到

1
11 ( ) ( )

1

n
nd Py yx Q x

n dx

−
−+ =

−
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,1 nyz −=令 ，则
dx
dyyn

dx
dz n−−= )1(

),()1()()1( xQnzxPn
dx
dz

−=−+

求出通解后，将 代入即可
nyz −= 1

代入上式

(1 ) ( ) (1 ) ( )( ( )(1 ) ).n P x dx n P x dxz e Q x n e dx C− − −∫ ∫= − +∫

解法: 经过变量代换化为线性微分方程.

nyxQyxP
dx
dy )()( =+ )1,0( ≠n

1
11 ( ) ( )

1

n
nd Py yx Q x

n dx

−
−+ =

−



27

例6. 求方程 的通解.

解:令 ,1−= yz 则方程变形为

xa
x
z

x
z ln

d
d

−=−

其通解为 ez =

将 1−= yz

xx d1∫
[ ∫ − exa )ln(

xx d1∫− ]Cx +d

[ ]2)ln(
2

xaCx −=

代入, 得原方程通解: 
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例7 用适当的变量代换解微分方程:

;22
22 xxexyyy −=+′

解法一

2 ,z y=令 2

2 ,xdz xz xe
dx

−+ =则

][
22 2

Cdxexeez
xdxxxdx

+∫∫= ∫ −−

所求通解为 ).
2

(
2

2 2

Cxey x += −

22 2( ) 2 ( ) xy x y xe−′ + =

解法二 ,
2
1 12 −−=+′ yxexyy x ,2)1(1 yyz == −−令

,2
dx
dyy

dx
dz

=则
2

2 xdz xz xe
dx

−∴ + =
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